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OZET

KESIRLI MERTEBEDEN KISMI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN
ANALITIK COZUMLERI

Bes boliimden olusan bu tezin, giris boliimiinde kisaca literatiir 6zeti verildi.

Ikinci boliimde tez ile ilgili olan daha nce yapilan ¢alismalarla iliskili literatiire
yer verildi.

Ucgiincii boliimde ise bazi 6zel fonksiyonlar ile birlikte arastirmalarda siklikla
kullanilan Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville, Caputo ve conformable kesirli tiirev
yaklagimlar verildikten sonra, tezde kullanilanan G'/G agilim yontemi verildi.

Tezin esas kismi olan dordiincii boliimde ise G'/G agilim yontemi conformable
kesirli mertebeden Benjamin Ono, Jimbo-Miwa, (3+1) boyutlu KP ve BKP
denklemlerine uygulanmasiyla analitik ¢oziimler elde edildi.

2019, 47 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Kesirli Mertebeden Diferansiyel Denklemler, G'/G Agilim
Yontemi, Conformable Benjamin Ono Denklemi, Conformable
Jimbo-Miwa Denklemleri, Conformable (3+1) Boyutlu KP
Denklemi, Conformable (3+1) Boyutlu BKP Denklemi.



ABSTRACT

ANALYTICAL SOLUTIONS OF FRACTIONAL ORDER DIFFERANTIAL
EQUATION

In the introduction of this thesis which consists of five chapters a literature review
is given shortly.

In the second chapter the literatiire about previous studies which are revelant to
this thesis is given.

In the third chapter after giving some special functions, Griinwald-Letnikov,
Riemann-Liouville, Caputo and conformable fractional derivative which are used
frequently in researches, the G'/G expansion method which is used in this thesis is
given.

In the fourth chapter which is main part of this thesis, the analytical solitions of
conformable fractional Benjamin Ono, Jimbo-Miwa, (3+1) dimensional KP Equation,
(3+1) dimensional BKP equations are obtained by applying the G’ /G expansion method
to these equations.

2019, 47 Pages
Key Words: Conformable Fractional Differential Equations, G'/G Expansion Method,
Conformable Benjamin Ono Equation, Conformable Jimbo-Miwa

Equations, Conformable (3+1) Boyutlu KP Equation, Conformable (3+1)
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1. GIRIS

Dogada meydana gelen bir¢ok olayimn ¢oziimlenmesi igin matematiksel modelleme
sikea kullanilan bir aragtir. Bu modellemeler sonucunda ¢ogu zaman diferansiyel
denklemler meydana gelmektedir. Bunun sonucunda ise diferansiyel kavrami {izerine
17. yiizyildan bu yana bir¢ok matematikg¢i ¢calismalar yapti1 (Podlubny, 1999).

Tamsayr mertebeden tiirev kavrami, hayatin olagan akisi icerisinde karsilasilan
problemleri ¢ozmede yetersiz kaldigimi fark eden G.W. Leibniz 1695 yilinda G.F.
Antoine de L’Hospital’e ‘‘Tamsayr mertebeli tiirevler, kesirli mertebeli tiirevlere
genisletilebilir mi?’” diye sorarak ilk kez kesirli tiireve isaret etti. Bu soru ile 1695
yilinda kesirli tiirev kavrami literatiirde yerini aldi. Kesirli tiirev kavrami bu tarihten
sonra popiiler bir konu haline geldi ve hala bir¢ok kisi bu kavramin gelismesinde rol
oynamaktadir. Ik kez 1695 yilinda ortaya ¢ikan kesirli tiirev kavramimin gelismesinde
Laplace, Fourier, Abel, Riemann ve Liouville gibi {inli matematik¢ilerin biiyiik roli
vardir (Podlubny, 1999). 1730 yilinda L. Euler ise Gama fonksiyonunu tanimlayip,
kesirli tiirev igin bir formiil elde etti. Daha sonra, tinlii matematik¢i olan Liouville ise
Gama fonksiyonu yardimi ile Kesirli tiirev i¢in bir yaklasim ortaya koydu (Podlubny,
1999). Aymi yiizyilda bir diger tinlii matematik¢i olan Riemann ise baska bir yaklasim
tanimladi ve daha sonra Liouville’nin yaptigiv tanim ile birlestirerek Riemann-Liouville
kesirli mertebeden tiirev yaklasgimi meydana geldi (Podlubny, 1999). Griinwald-
Letnikov kesirli mertebeden tiirev yaklagimi olarak bilinen ve sonlu fark yaklagimi
yardimi ile elde edilen yaklagim ise Griinwald ve Letnikov tarafindan tanimlandi. Bu
yaklasiminda Riemann-Liouville kesirli tiirev yaklasimi ile bazi sartlar saglandiginda
birbirlerine denk oldugu gosterildi (Podlubny, 1999). Literatiirde 6neml bir yere sahip
olan diger bir kesirli tiirev yaklagimi olan Caputo yaklagimi 1967 yilinda M. Caputo
tarafindan literatiire kazandirildi (Podlubny, 1999). 2014 yilinda, R. Khalil ve
arkadaslarinin tanimladigi conformable kesirli tlirev yaklasimi ise normal tiirev
cinsinden ifade edilmesinden ve tiirev 6zelliklerini saglamasindan dolay1 ¢alismalarda
siklikla kullanilan kesirli tiirev yaklasimi haline geldi. Bu tanimin, diger Kkesirli tiirev

yaklasimlarina gore avantajli noktalar1 bulunmaktadir (Khalil ve ark., 2014).



Kesirli tiirev kavrami ise uygulamali matematigin yani sira hayatin icerisinde yer
alan fizik, mimarlik ve miihendislik gibi bilim dallarinda oldukca sik kullanilmaktadir.
Bunun dogal bir sonucu olarak kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemler,
dogadaki ve uygulamali bilimlerdeki bir¢cok alanda sistematik ve dinamik modellemeler

tiretilmesi agisindan son derece 6nem arz etmektedir (Podlubny, 1999).



2.ONCEKI CALISMALAR

Lineer olmayan kismi diferansiyel denklem olan Benjamin Ono, birinci
genigletilmis  Jimbo-Miwa, ikinci genisletilmis Jimbo-Miwa, (3+1) boyutlu
genellestirilmis Kadomtsev-Petviashvili (KP) ve (3+1) boyutlu genellestirilmis B tipli
Kadomtsev-Petviashvili (BKP) denklemlerinin analitik ¢6ziimleri birgok arastirmact
tarafindan arastirildi.

R. Dutta ve arkadaslari, Benjamin Ono denkleminin niimerik ¢6ziimlerini sonlu
farklar yontemi ile 2016 yilinda elde etti (Dutta ve ark., 2016). 2016 yilinda yapilan bir
diger caligmada ise Benjamin Ono denkleminin analitik ¢oziimleri V. Benci ve D.
Fortunato tarafindan bulundu (Benci ve Fortunato, 2016). 2017 yilinda W. Tan ve Z.
Dai ise Benjamin Ono denkleminin analitik ¢6ziimlerini Hirota bilineer ydntemi
yardimi ile elde ettiler (Tan ve Dai, 2017). M. Kaplan ve arkadaslar1 tarafindan yapilan
calismada ise Benjamin Ono denkleminin analitik ¢6ziimleri elde edildi (Kaplan ve ark.,
2018). 2018 yilinda A. M. Wazwaz tarafindan yapilan calismada Hirota bilineer
yontemi kullanilarak Benjamin Ono denkleminin analitik ¢6ziimleri elde edildi
(Wazwaz, 2018). 2018 yilinda yapilan bir diger ¢alismada ise C. M. Fang ve arkadaslar
tarafindan Benjamin Ono denkleminin analitik ¢6ziimleri Bécklund doniisiimii
kullanilarak bulundu (Fang ve ark., 2018). 2019 yilinda H. Yang ve arkadaslar
tarafindan yapilan ¢alismada ise Hirota bilineer yontemi kullanilarak Benjamin Ono
denkleminin analitik ¢6zlimleri elde edildi (Yang ve ark., 2019).

2002 yilinda Z. J. Fang ve W. F. Min, Jimbo-Miwa denkleminin analitik
cozlimlerini Backlund doniisiimii kullanilarak buldular (Fang ve Min, 2002). 2003
yilinda Z. Lii ve H. Zhang, genisletilmis tanjant hiperbolik yontemini kullanarak Jimbo-
Miwa denkleminin analitik ¢oziimlerini elde ettiler (Lii ve Zhang, 2003). D. Wang ve
arkadaglar1 tarafindan 2007 yilinda yapilan ¢alismada ise Jimbo-Miwa denklemi analitik
olarak genigletilmis rasyonel a¢ilim yontemi ile ¢oziildii (Wang ve ark., 2007). 2008
yilinda Wazwaz tarafindan yapilan c¢alismada ise Jimbo-Miwa denkleminin analitik
¢ozlimleri Hirota bilineer yontemi kullanilarak bulundu (Wazwaz, 2008). 2009 yilinda
ise W.X. Ma ve J.H. Lee tarafindan yapilan ¢alismada Jimbo-Miwa denkleminin
analitik ¢oziimleri bulundu (Ma ve Lee, 2009). 2017 yilinda H. Q. Sun ve A. H. Chen,

birinci ve ikinci genisletilmis Jimbo-Miwa denklemlerinin analitik ¢6ziimlerini bilineer



formlar yardimiyla elde ettiler (Sun ve Chen, 2017). 2017 yilinda Wazwaz tarafindan
yapilan ¢alismada ise birinci ve ikinci genisletilmis Jimbo-Miwa denklemlerinin analitik
¢oziimlerini Hirota bilineer yontemi kullanilarak bulundu (Wazwaz, 2017). 2018 yilinda
Y. H. Wang ve arkadaslari tarafindan yapilan ¢alismada Jimbo-Miwa denklemi analitik
olarak ¢oziildii (Wang ve ark., 2018).

2003 yilinda Y. Chen ve arkadaslari tarafindan yapilan ¢alismada KP denkleminin
analitik ¢6ziimleri genellestirilmis doniisiim yardimu ile elde edildi (Chen ve ark., 2003).
H. Chen ve H. Zhang tarafindan 2004 yilinda yapilan ¢alismada KP denkleminin
analitik ¢ozlimleri Ricati denklemi yardimiyla elde edildi (Chen ve Zhang, 2004). 2007
yilinda A. M. Wazwaz tarafindan yapilan ¢alismada KP denkleminin analitik ¢dziimleri
tanjant hiperbolik ve cotanjant hiperbolik yontemleri kullanilarak bulundu (Wazwaz,
2007). 2009 yilinda M. Khalfallah, KP denkleminin analitik ¢oziimlerini elde etti
(Khalfallah, 2009). 2012 yilinda yapilan ¢alismada W. X. Ma ve Z. Zhu, Hirota bilineer
yontemini kullanilarak KP denkleminin analitik ¢ozlimiinii elde ettiler (Ma ve Zhu,
2012). 2012 yilinda A. M. Wazwaz tarafindan yapilan ¢alismada ise KP denkleminin
analitik ¢Oziimleri basitlestirilmis Hirota bilineer yontemi ile elde edildi (Wazwaz,
2012). 2017 yilinda H. Zhao ve W. X. Ma tarafindan yapilan galismada ise Hirota
bilineer yontemini kullanilarak KP denkleminin analitik ¢ozlimleri elde edildi (Zhao ve
Ma, 2017).

2011 yilinda Wazwaz tarafindan yapilan ¢alismada BKP denkleminin analitik
¢oziimil Hirota yontemi ile elde edildi (Wazwaz, 2011). 2012 yilinda yapilan ¢aligmada
W. X. Ma ve Z. Zhu, Hirota bilineer yontemini kullanilarak BKP denkleminin analitik
¢Oziimiinii elde ettiler (Ma ve Zhu, 2012). 2015 yilinda X.Y. Gao tarafindan yapilan
calismada BKP denkleminin analitik ¢oziimleri Bécklund doniisiimii yardimi ile elde
edildi (Gao, 2015). 2016 yilinda J. M. Tu ve arkadaglan tarafindan yapilan ¢alismada
BKP denklemi analitik olarak ¢6ziildii (Tu ve ark., 2016). 2017 yilinda J. Zhang ve W.
X. Ma, BKP denkleminin analitik ¢éziimlerini Hirota bilineer yontemi kullanilarak elde

ettiler (Zhang ve Ma, 2017).



3.MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde, bazi kesirli tiirev yaklasimlari agiklandiktan sonra, G'/G agilim

yontemi verildi.
3.1. Kesirli Tiirev Yaklagimlari

Bu kisimda, literatiirde siklikla kullanilan Griinwald-Letnikov, Rieman-Liouville
ve Caputo kesirli tiirev yaklasimlarinin yaninda tezde ele alinan, Kesirli mertebeden

kismi tlirevli denklemlerde kullanilan conformable kesirli tiirev yaklagimi verildi.

3.1.1.Griinwald-Letnikov Kesirli tiirev yaklasimi

l<a<l+1 sartin1 saglayan [ tamsayisi i¢in [b,t] kapali araliginda f(t)
fonksiyonu ve f®@) (k=1,2,..,1+1) tirevleri siirekli olsunlar. f(t)

fonksiyonunun a —inc1 mertebeden Griinwald-Letnikov kesirli tiirev yaklagimi

f(k) (b)(t—b)““’k

1 tey _ \—a+le(+1)
r(—a+k+1) F(—a+l+1)fb(t 7) f (t)dt

pDEF(®) = Zi=o

olarak tanimhidir (Podlubny, 1999). Burada I'(x) fonksiyonu, Gama fonksiyonu olarak
adlandirilir ve

o)

rx)= f y*teVdy
0

ile tamimhidir (Podlubny, 1999).

Griinwald-Letnikov kesirli tiirev yaklagimimin bazi 6nemli ozellikleri asagida verildi

(Podlubny, 1999).

I. Griinwald-Letnikov kesirli tiirev operatort, lineerlik 6zelligini saglamaktadir.
ii. [ tamsay1ve a > 0 olmak iizere, f*(b) = 0 (k = 0,1,2, ..., — 1) dzellikleri gegerli
ise

(wDEf®) = »0f (L2) = ,Dg*if ()

dt!

dl
dt!

esitligi saglanmaktadir.



iii. [ ve n pozitif tamsayilar olmak lizere | < a <1+ 1ven < f <n+ 1 esitsizlikleri
verilsin. f®(b) = 0,(k = 0,1,2, ..., — 1; r = max(l, n)) 6zelligi saglantyor ise
wDECoDEF(©)) = wDE (WDLF(R)) = WD PF(0)
seklindeki esitlikler gegerlidir.

Iv. [ pozitif tamsay1 olmak tizere | < @ < [+ 1 ve 8 < 0 esitsizlikleri verilmis olsun. Bu

durumda f®(b) = 0, (k = 0,1,2, ..., — 1) 6zelligi saglaniyor ise
WDE(DEF(D) = DI £ (1)
esitligi gegerlidir.

V. @ < 0 ve B herhangi bir reel say1 olmak tizere

WDE(LDEF() = DI F (D)

seklindedir.

3.1.2.Riemann-Liouville kesirli tiirev yaklasim

k pozitif bir tamsay1 ve @ =k —b > 0 olmak iizere, f(t) fonksiyonu (b,t)
araliginda siirekli ve integrallenebilir olsun. Bu sartlar altinda, f(t) fonksiyonunun

a —inc1 mertebeden Riemann-Liouville kesirli tiirev yaklagimi

1 da

pDEF(O) = = it — D0 f()dr = S (D7), (k-1<a<k)

olarak tanimhidir (Podlubny, 1999).

Riemann-Liouville kesirli tiirev yaklagimimnin bazi onemli 6zellikleri asagida verildi

(Podlubny, 1999).

i. Riemann-Liouville kesirli tiirev operatorii lineerlik 6zelligini saglamaktadir.

ii.a > 0, f > 0 olmak iizere;

»D P (LDFEF() = WD7%(WDP () = WD PF(1)
esitligi saglanmaktadir.

iii. a > 0 olmak tzere



pDE (LD f (1) = f (1)
esitligi gegerlidir. Fakat k bir tamsay1 olmak tizere k — 1 < a < k sartin1 saglayan «

sayisl i¢in

(t = by«

k
WDECDEF) = O = ) [DE O] ra =y
=1

esitligi saglanmaktadir.
iv.a > 0, f > 0 sartin1 saglamak tizere
pDECDPF(0) = WDE P F (D)

WD (DEF(©)) = oD “F () = Zfa| WD F (0],

esitlikleri gecerlidir.

(t—b)P~J
=b r(a_j+1)

J(k—1<B<k)

v. | tamsay1 olmak tizere eger f®(a) = 0 (k = 0,1,2,...,1 — 1) ise

at als ()
S (WDEfF(D) = ,DE (L) = ,DE*f ()
esitligi saglanir.
vi. [ ve n pozitif tamsayilarti¢cinl — 1 < a < lven—1 < ff < n olmak iizere

WDEGDEF©) = DI PO = Tpua| WD) S

_j (t—b)~B-
pDL (GDEF() = DI (O = Ziea DI F O, rpris
esitlikleri saglanir. Bu iki esitligin birbirine esit olmasi i¢in
[0 f®)],_,=0,G=12..,01)

[bDf_jf(t)]tzb =0,(=12,...1)

sartlar1 saglanmalidir.

f(t) fonksiyonu [a,b] araliginda sirekli ve m+4+1 defa siirekli
diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise, bu durumda m < a < m + 1 sartin1 saglayan
degerleri icin ,D§f(t) Riemann-Liouville kesirli tirev ile ,Dff(t) Griinwald-

Letnikov kesirli tiirev yaklasimlari birbirine denktir. Burada m pozitif bir tamsayidir.



3.1.3.Caputo kesirli tiirev yaklasimi

Caputo kesirli tirev yaklagimi f(t) fonksiyonu n defa siirekli diferansiyellenebilir

olmak lizere n — 1 < a < n i¢in

m
CDEF(t) = DD (f) = —— [F L0

r(n-a)“a (t—t)eti-n

olarak tanimhidir (Podlubny, 1999).

3.1.4.Conformable Kesirli tiirev yaklasimi

Onceki kisimlarda verilen Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirev
yaklasimlarinin her ikisi birden lineerlik 6zelligini saglamaktadir. Fakat, bu iki kesirli
tiirev yaklasimi asagida verilen 6zellikleri saglamamaktadir (Khalil ve ark., 2014).

i.Riemann-Liouville kesirli tirevi D3(1) = 0 esitligini saglamaz. Yani sabit bir
fonksiyonun Riemann-Liouville kesirli mertebeden tiirevi sifira esit degildir.

ii.Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirev yaklagimlari

D (fg) = fD3(g) + gDa (f)

esitligini saglamazlar.
iii.Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirev yaklagimlari
9 Dad(f) — f Da(g)

g2

esitligini saglamazlar.

Di(f/9) =

iv.Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirev yaklagimlari

DE(f o )@ = f@(9(0)g(®)
esitligini saglamazlar.

v.Genel olarak, Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirev yaklagimlari
D*DFf = pathy
esitligini saglamazlar.

Yukarida verilen 6zellikleri saglayan conformable kesirli tiirev yaklagimi Khalil
ve arkadagslar1 tarafindan 2014 yilinda verildi (Khalil ve ark., 2014). Bu tiirev yaklagim

normal tiirev cinsinden ifade edilebildiginden dolay tiirev ile ilgili ¢ogu 6zelligi saglar.



Tanim 3.1. f:[0,00) > R olmak {izere bir f fonksiyonu verilsin. O halde f

fonksiyonunun o —inc1 mertebeden conformable kesirli tiirevi, @ € (0,1) olmak iizere,
. t+et1N)—7(t
T.(F)(®) = mw

olarak tanimlanir (Khalil ve ark., 2014).

Conformable kesirli tiirev tamimindan T, (t?) = ptP~™* oldugu kolayca
goriilmektedir. Bu esitlikten, herhangi bir polinom fonksiyonunun conformable kesirli
tirevi ile Riemann-Liouville, Caputo kesirli tiirevleri ortiismektedir (Khalil ve ark.,
2014).

Teorem 3.1. a € (0,1) olmak iizere f:(0,00] > R fonksiyonu t, > 0 noktasinda
a —inc1 mertebeden tlirevlenebilir olsun. O halde f fonksiyonu t, noktasinda siireklidir
(Khalil ve ark., 2014).

| 1-a)_
Ispat: f(to + etd™®) — f(ty) = f(to+eto8 )~fto)
esitligi yardimiyla

dim e.
-0

1-a)_
lim[f (£o + eti™) — f(to)] = lim f(to+8fog )= (o)
&= E—

olarak yazilir. Bu esitlikte

h=cty @

olarak alinirsa

}li_r)%[f(to +h) = f(t)] = @ (o)

bulunur. Buradan

limf (¢ + ) = £(to).

esitliginden f fonksiyonunun t, noktasinda siirekli oldugu goriiliir.
Teorem 3.2. « € (0,1) ve bir t > 0 noktasinda f, g fonksiyonlari « —inc1 mertebeden
tiirevlenebilir olsun. Bu durumda

1)Va,b € Rigin T,(af + bg) = aT,(f) + bT,(g),

2) Vp € Rigin T,(tP) = ptP~4,

3) A reel bir sabit olmak iizere f(t) = A fonksiyonu i¢in T,(1) = 0,
N Ta(fg) = fTa(9) + gTa(f),

f 9Ta(F)—fTa(g)
5) T, (5) _ ag—za,

6) f tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak iizere T, (f)(t) = t1™% Z—{ (t)



esitlikleri gecerlidir (Khalil ve ark., 2014).

Tanmm 3.2. n pozitif bir tamsayl, t > 0, a« € (n,n+ 1] ve f fonksiyonu o —mc1
mertebeden tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda o —inc1 mertebeden f

fonksiyonunun conformable kesirli tiirevi

fllal-1) (t+gt([al—a))_f([a1—1) @®
&

To(f)(t) = lim

olarak tanimlanir. Burada [a], a’ya esit ya da biiylik en kiiciik tamsayidir (Khalil ve
ark., 2014).

Ayrica, f fonksiyonu (n + 1) —inci mertebeden tiirevlenebilir bir fonksiyon ise

To(F)(®) = tIe=9flel(r)

esitligi gegerlidir.

3.2. G'/G A¢cihm Yontemi

Bu kisimda, conformable kesirli mertebeden lineer olmayan kismi diferansiyel
denklemlerin analitik ¢oziimlerini elde etmek i¢in kullanilan G'/G a¢ilim yontemi
verildi.

G'/G agihm yontemi ilk olarak 2008 yilinda M. Wang ve arkadaslari tarafindan
lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler olan KdV, mKdV, Boussinesq ve Hirota—
Satsuma denklemlerinin analitik ¢oziimlerini bulmak i¢in kullanildi (Wang ve ark.,
2008). 2012 yilinda ise Z. Bin tarafindan yapilan ¢alismada, modifiye edilmis Riemann-
Liouville kesirli tiirev iceren genellestirilmis Hirota-Satsuma-KdV ve besinci
mertebeden Sawada-Kotera denklemlerinin analitik ¢6ziimleri G'/G agilim yontemi
kullanilarak elde edildi (Bin, 2012). 2017 yilinda, Kurt ve arkadaslar1 G'/G agihim
yontemini kullanarak conformable kesirli mertebeden tiirev igeren Nizhnik-Novikov-
Veselov sisteminin analitik ¢6ziimiinii elde ettiler (Kurt ve ark., 2017).

G'/G acilim yonteminin genel bir conformable kesirli mertebeden kismi
diferansiyel denklemine uygulanmasi asagida verildi (Kurt ve ark., 2017).

x,y,zt bagimsiz degiskenler ve bu bagimsiz degiskenlere bagh u(x,y,z,t)

fonksiyonu bilinmeyen bir fonksiyon olmak iizere

10



0%u Ou du Jdu 9%%u 0%u 9%u 0%u
=0 (3.2.1)

Y Bte "ox' 0y’ 8z’ 962 ' 9x2 ' By? 922"

seklinde conformable kesirli tiirev igeren lineer olmayan kismi diferansiyel denklemini

2a
ele alalim. Burada a € (0,1) olup, thz kesirli mertebeden tiirevi u(x,y,z,t)

fonksiyonunun « —mertebeden iki defa conformable kesirli mertebeden tiirevini
gostermektedir. (3.2.1) ile verilen conformable kesirli mertebeden lineer olmayan kismi
diferansiyel denkleme u(x,y,z,t) = u(¢) ve k,l,m,p daha sonra belirlenecek olan
katsayilar olmak tizere

ta

E=kx+ly+mz+p;

seklinde doniisiim uygulanirsa, ¢ bagimsiz degiskenine bagli lineer olmayan adi

diferansiyel denklem

Q(u, u€,u€€,u€ff, ) =0 (322)

olarak elde edilir. (3.2.2) ile verilen diferansiyel denklemi analitik olarak ¢6zmek igin,

bu denklemde (%) ifadesinin kuvvetlerini i¢eren

n

u($) = 2 oy <%> (3.2.3)

i=0

seklinde analitik ¢6zlim aranir (Wang ve ark., 2008). Burada G = G () degeri
G" +AG' + puG =0 (3.2.4)

seklindeki ikinci mertebeden lineer olan adi tiirevli diferansiyel denklemini
saglamaktadir ve a;(i =0,1,2,...,n), A, u daha sonra belirlenecek olan sabitlerdir
(Wang ve ark., 2008). (3.2.3) esitligindeki n pozitif tamsayisinin degeri
(3.2.2) diferansiyel denkleminde bulunan en yiliksek mertebeden tiirev igeren terim ile
en yiiksek dereceden lineer olmayan terim arasindaki homojen dengeden elde edilir

(Wang ve ark., 2008). (3.2.4) ile verilen adi tiirevli diferansiyel denklemin analitik
¢Oziimlerinden % ¢oziimii A ve u degiskenlerinin durumuna gore, ¢, ve c, keyfi sabitler

olmak tlzere

11



( (/22— 4u A2 —4pu
1 24y ¢4 sinh <T f) +cy cosh< ) &
_§+ 2 12 — 4 12— 4
c1 cosh <T_M€> +c, 51nh< 2_ “f
G' 2 2
— . 4pu— A 4u—21
== 2 TR l/—c1 sin <_“2 _g) + ¢, cos <_V MZ E)\l i
— 4+ , —4u <0
2 2 — )2 [a, — 22
\clcos<4+lf)+czsin( 4,112 A E) /
A Cy
—= , A2 —4p =
\ 2 C + sz K

seklindedir (Bin, 2012).

(3.2.3) ile verilen u( &) degerinin ve gerekli tiirevlerinin (3.2.2) denkleminde
yerlerine yazildiktan sonra (3.2.4) diferansiyel denkleminin yardimi ile (%) teriminin

kuvvetlerine bagli bir cebirsel denklem elde edilir. Elde edilen cebirsel denklemde

a"\! . . . . .
mevcut olan (E) (i=0,1,2,..,n) terimlerinin katsayilarinin sifira esitlenmesiyle

a;(i=0,12,..,n), A, uk,I[,mp terimlerine bagl cebirsel denklem sistemi bulunur.
Bu denklem sisteminin ¢oziilmesiyle elde edilen ¢6ziim kiimesinin, (3.2.4) ile verilen

diferansiyel denklemin yukarida verilen % ¢Ozlimiinde yerlerine yazilir. Son olarak, %

¢ozlimlerinin (3.2.3) ile verilen esitlikte kullanilmasiyla (3.2.1) ile verilen conformable

kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemin analitik ¢éziimleri elde edilir (Wang ve

ark., 2008).
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Bu boliimde, conformable kesirli mertebeden tiirev iceren lineer olmayan kismi
diferansiyel denklem olan Benjamin Ono, birinci genisletilmis Jimbo-Miwa, ikinci
genisletilmis Jimbo-Miwa, (3+1) boyutlu genellestirilmis KP ve (3+1) boyutlu
genellestirilmis BKP denklemlerinin analitik ¢6ziimleri G'/G agilim yontemi yardimi

ile verildi.
4.1. Conformable Kesirli Mertebeden Benjamin Ono Denklemi

a, B,y reel sabitler ve 0 < p < 1 olmak tizere conformable kesirli mertebeden
tiirev iceren kismi diferansiyel denklem olan Benjamin Ono denklemi,

aZPu+ 62u2+ 64‘u+ 64u_0
gz T TR gtV ga T

(4.1.1)

olarak verilsin. (4.1.1) kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemine u = u(§) ve k,

w, m reel sabitler olmak tizere

tP
E=kx+wy— m? (4.1.2)

dalga doniisiimii uygulanirsa
m2u” + ak?(w?)"” + Bk u™ + ywHu =0 (4.1.3)

seklinde & bagimsiz degiskenine bagli tamsayr mertebeden tiirevler iceren adi

diferansiyel denklemi bulunur. (4.1.3) denkleminde gerekli diizenlemeler yapilirsa
mzu// + zakZ((ul)Z + uu") + ﬁk‘l'u(w) + )/W‘l'u(“’) =0 (414)

denklemi elde edilir. (4.1.4) adi tiirevli diferansiyel denkleminde, n pozitif bir tamsay1

ve G = G(&) olmak iizere

w(®) = a, (%)n Ya, . (G—')n_l . (4.1.5)

G

seklinde ¢6zlim aransin. Burada G = G () degeri
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G" +AG' + uG =0 (4.1.6)

seklindeki ikinci mertebeden lincer olan adi tirevli diferansiyel denklemini
saglamaktadir. (4.1.5) ve (4.1.6) esitliklerinin kullanilmasiyla, (4.1.4) denklemindeki en
yiiksek mertebeden tiirev olan u(") terimi ile en yiiksek mertebeden lineer olmayan

terim iceren (u')? terimleri

1\ nt4
u™ =nn+ 1N +2)(n+ 3)a, (%) + -, (4.1.7)
o 5 G 2n+2
u)* =n“a; (F) + - (4.1.8)

olarak bulunur. (4.1.7) ve (4.1.8) esitliklerinde yer alan u®) ve (u')? terimleri
arasindaki homojen dengeden n = 2 degeri bulunur. Boylece (4.1.1) denkleminin
analitik ¢ozlimlerini bulmak igin (4.1.4) denkleminde a,, a,, a, daha sonra belirlenecek

olan katsayilar olmak iizere

6"\?

u(®) = ap+a;, (£) +a, (%) (4.1.9)

seklinde analitik ¢ozlim aranir. (4.1.9) esitliginden yararlanarak (4.1.4) denkleminde yer

alan u’, u"" ve u™ tiirevleri

u' = —-2a, (%)3 — (a; + 2a,1) (%I)Z — (a4 A + 2a,u) (%I) —al,

"4 2

u' = 6a, (<) +(2a; +10a,2) (%)3 + (3a,2 + 4a,(A% + 21)) (%) +

(a, (A% + 2p) + 6a,Au) (%,) + a; Au + 2a,u?,

u® =120a, (%)6 + (336a,1 + 24a,) (%)5 + (—4(~54a,1 — 6a;)A + 192au +
9(2a, + 10a,1)1 + 18a,A + 24a,(A2 + 21)) (%)4 + (—4(~54a,1 — 6a;)p —
3(—24a,u — 3(2a; + 10a,A)A — 6a,4 — 8a,(A% + 2p))A + 6(2a; + 10a, )y +
A(Bayd + 4ay (2 + 2u))A + 2a; (A2 + 2p0) + 12a,240) (%)3 +(~3(—24a5 -

3(2a; + 10a,0)A — 6034 — 85 (A% + 20) ) + 2(3a, 2 + 4a, (2% + 241) ) p +

14



(ay (A% + 2u) + 6a,Au)A — 2(—3(2a, + 10a,)u — 2(3a A + 4a,(A% + 2u))A —
N 2

ay (% + 21) = 6a,21)2) (%) + (~2(=3(2ay + 102, — 2(3a11 + 4a, (A +

2uNA — a; (A% + 2p) — 6a, i) — 2(3ay A + 4ay (A2 + 2p) )u — (ay (A% + 2p) +

6a,A))A) (%’) — (—2(BayA + 4a, (A% + 2p) ) — (a; (A% + 2p) + 6a,Ap))p

olarak hesaplanir. u’,u” ve u™ tiirevlerinin degerleri, (4.1.4) denkleminde yerlerine

yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

No
(20ak?a;? + 120yw*a, + 1208k*a,) (Z) + (24pk*a, + 336fk*Aa; +

NE
24yw*a, + 36ak?Aa,? + 336yw*lda, + 24ak?a,ay) (%) + (16ak?A?a,? +

240yw*ua, + 6ak?a,? + 42ak?Aa,a, + 12ak?aqya, + 60fk*Aa, + 60yw*da, +

N4

32ak*ua,® + 330Bk*A%a, + 240Bk*ua, + 6m2a, + 330yw*A%a,) (GE) +

(20ak?Aaga, + 28ak?Auay,? + 1308k*A3a, + 10ak?Aa,? + 440yw*Aua, +
40Fk*ua; + 50yw*A?a, + 130yw*A3a, + 508k*A%a, + 18ak?*2%a,a, +

\3
dak?aga, + 2m2a, + 40yw*ua,a, + 10m?Aa, + 440Bk*Aua,) (%) +

(232Bk*ur’a, + 60yw*Aua, + 8ak?ua? + 16pk*1*a, + 232yw*ur?a, +
12ak?u?a,? + 136Bk*u?a, + 60Bk*Aua, + 136yw*u?a, + 16ak?uaqa, +

3m?Aa, + 30ak?ula,a, + 4ak?1*a,? + 8ak?*A%aqa, + 16yw*ita, +

"2
158k*23a, + 15yw*A3a, + 6ak?Aaya; + 8m?ua, + 4m?1%a,) (%) +

(16Bk*u%a, + 12ak?Auaya, + 22yw*ul?a, + 12ak?u?a,a, + 30Bk*pna, 13 +
2m?ua, + yw*a*a, + 22pk*ur%a, + 6ak?Aua,? + m?A%a, + 16ywu?a; +
120yw*Au?a, + Bk*A*a, + 2ak?A?aga, + 6m?Aua, + 120B8k*Au’a, +
30yw*uirda, + 4ak?uaya,) (%’) + 16Bk*u3a, + 8yw*Aula, + 14yw*u?1%a, +
16yw*uda, + 4ak?u?aga, + 8fk*Au?a, + 14pk*u?1%a, + yw*ur3a, + m?Aua, +
2ak?Auaga, + 2m?ua, + 2ak?u?a,® + upk*13a, = 0

INT
esitligi elde edilir. Bu esitlikteki (%) (r =0,1,...,6) ifadelerininin katsayilarinin sifira

esitlenmesiyle bir denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin Maple 12

programi ile ¢oziilmesiyle
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Bk*A% + yw*A? + 8yw*u + 8Bk*u + m?

%o = 2ak? ’
6/1(ﬁk4’ +yw?)
al = - 2 )
ak
_ 6(Bk* +yw?)
92 = ak?

degerleri bulunur. Elde edilen a,, a; ve a, degerlerinin (4.1.9) esitliginde yerlerine

yazilmasiyla

Bk*22 + yw A2 + 8ywu + 8Bk*u + m?  6A(Bk* + yw?) (G) 6(Bk* +yw*) (G’)Z

u@) = - 2ak? ak? G ak? G

esitligi bulunur. Boylece (4.1.10) ile verilen esitlik (4.1.4) adi tiirevli denklemin bir
analitik ¢oziimii olur. (4.1.6) esitliginin (4.1.10) denkleminde kullanilmasiyla (4.1.1)

ile verilen kesirli mertebeden Benjamin Ono denkleminin analitik ¢oziimleri:
A= A? — 4u > 0 olmak iizere

m? + k*BA? + whyA? + 8k*Bu + 8wiypu
2k?a

ul(x!yr t) = -

3(k*B + why)a <(—,1c1 +VAcy)cosh (3 VAE) + (VAe; — Acy)sinh (5 ﬂf))

k?a (clcosh (% \/ZE) + ¢,sinh (% ﬂf))

3(k*B + wty) <(—Ac1 + Ac; ) cosh (% \/Zf) + (VAcy — Acy)sinh (% \/ZE)>

)

2k2q (clcosh (% \/Zf) + c,sinh (% ﬂf))z

A% — 4u = 0 olmak iizere
m? + 3k*BA% + 3wiyA? _ 3(k*B + w*y)A(2c, — ey + Ecy))
2k?a k2a(c, + &cy)

3(k*B + wy)(2¢c, — A(cy + Ecz))z
- 2k%acy + écy)? ’

A= A? — 4u < 0 olmak iizere

uz(x:y’t) = -

16



m? + k*BA% + whyA? + 8k*Bu + 8wiypu
2k?a

us(x,y,t) = —

3(k*B + why)A <(—/1c1 ++/Ac,)cos (% \/ZE) — (WAc; + Acy)sin (% JZ{))

k2a <c1cos (%\/ZE) + c,sin (% \Ef))

3(k*B + wty) <(—/1c1 + \/Zcz)cos[% VAE] — (WAc; + Acy)sin (% JZE))

2k2a <c1cos (% \/ZE) + c,sin (% \/ZE)>2

olarak bulunur. Burada c;, c, keyfi sabitler olup, & = kx + wy — m% seklindedir.

c1=2¢c=1Lk=1Lw=01lm=1Ly=1F=1La=1y=1 ve farkh p
degerlerinde u;(x, y, t), (i = 1,2,3) analitik ¢6ziimlerinin yiizeyleri Sekil 4.1- Sekil 4-9

ile verildi.

Sekil 4.1 1 = 2,u = 0.5,p = 0.5 igin uy (x, y, t) analitik ¢6ziimiiniin yiizeyi
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Sekil4.4 1 =2,u = 1,p = 0.5 igin u,(x, y, t) analitik ¢éziimiiniin yiizeyi
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Sekil4.7 1 =1,u = 1,p = 0.5 i¢in u3(x, y, t) analitik ¢éziimiiniin yiizeyi
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Sekil4.9 1 =1,u=1,p = 0.9 i¢gin u3(x, y, t) analitik ¢éziimiiniin yiizeyi

4.2. Conformable Kesirli Mertebeden Birinci Genisletilmis Jimbo-Miwa Denklemi

Conformable kesirli mertebeden tiirev igeren birinci genisletilmis Jimbo-Miwa

denklemi

0x30y +3 9xdy dx + gﬁ@ + oy

0*u 0%u du 0%udu d (0% 3 0%u N 0%u +62u “o 121
ot« 0xdz = dydz 0z%2) (4.2.1)

olarak g6z Oniine alinsin. Burada 0 < @ < 1 seklindedir. (4.2.1) kismi diferansiyel

denklemine u = u(§) olmak tizere
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a

€=kx+ly+mz+p; (4.2.2)

seklinde dalga doniistimii uygulanirsa
Ik3u™) + 6lk?u"u’ + 2lpu” —3m(k+1+m)u”" =0 (4.2.3)

diferansiyel denklemi elde edilir. Elde edilen (4.2.3) adi tiirevli diferansiyel denklemin

bir kez integrali alinirsa
Ik3u" + 3lk?(u')? + 2lpu’ —3m(k+ 1+ m)u’ =0 (4.2.4)

esitligi bulunur. ¢ bagimsiz degiskenini iceren (4.2.4) adi tirevli diferansiyel
denkleminin, n pozitif bir tamsay1 ve G = G(§) olmak iizere (4.1.5) seklinde analitik
¢ozlimiiniin oldugu kabul edilsin. (4.2.4) adi tiirevli denkleminde yer alan en yiiksek

nr

mertebeden tiirev olan u’"’ terimi ile en yiiksek mertebeden lineer olmayan terim iceren

(u')? terimlerinin degerleri, (4.1.5) ve (4.1.6) esitliklerinin kullanilmasiyla,

\n+3

u"" =-nn+1)(n+ 2)a, (%) + - (4.2.5)
W")? = n?a’ (%’)Zn+2 +o (4.2.6)

n

olarak yazilir. (4.2.5) ve (4.2.6) esitlikleri ile verilen u”’ ve (u')? terimlerinin

arasindaki homojen dengeden
n+3=2n+2

esitligi elde edilir. Elde edilen bu esitlikten n = 1 degerinin bulunmasiyla, (4.2.4) adi

tiirevli diferansiyel denklemde

!

u(®) = ao +a; () (4.2.7)

bi¢iminde analitik ¢oziim aranir. Burada a, ve a;, daha sonra belirlenecek olan
katsayilardir. (4.2.4) adi tiirevli diferansiyel denkleminde yer alan u' ve u'"" terimlerinin

degerleri, (4.2.7) ile verilen esitligin yardimiyla,
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NG G' G 2 G'

u" = —6aq, (%) —12a,1 (?)3 — (8a.u + 7a,u?) (E) — (Ba,Au + a;A3) (?) —2a,p4% — a; AP

olarak bulunur. Bulunan u’ ve u'’ terimlerinin degerleri, (4.2.4) denkleminde yerlerine

yazildiktan sonra, elde edilen denklemde gerekli diizenlemeler yapilirsa

3 27 2 (G * 3 2 24 (G’ 3
(—6k3la, + 3k?la, )(E) + (—12k3lAa, + 6k%1Aa, )(E) + (3mla, —

N2
8k3lua, + 3k?1A%a,* + 3kma, + 6k%lua,?® — 2pla, — 7k31A%a, + 3m?a,) (%) +

(3Am?a, — k31A3a, + 6k?1Aua,? — 2plia, — 8k3lAua, + 3kmia, +
3mlla,) (%’) + 3mlua, — 2plua, + 3k?lu*a,? + 3kmua, — 2k3lu*a, —
k3lur?a, + 3m?ua, = 0

INT
esitligi bulunur. Bu esitlikte yer alan (%) (r=20,1,...,4) terimlerinin katsayilarinin

sifira esitlenmesiyle lineer olmayan bir cebirsel denklem sistemi elde edilir. Elde edilen

bu denklem sisteminin Maple 12 programi ile ¢oziilmesiyle

3m? — k3122 + 4k3lu + 3km + 3ml
b= )
21

a1 = Zk
bi¢iminde ¢6ziim kiimesi bulunur.

Elde edilen ¢oziim kiimesinin (4.2.7) ve (4.2.2) esitliklerinde kullanilmasi ile
(4.2.1) zaman degiskenine gore conformable kesirli mertebeden birinci genisletilmis

Jimbo-Miwa denkleminin analitik ¢6ziimleri:

A= A? — 4u > 0 olmak iizere

k <(—,1c1 + vAcy)cosh (% \/Zf) + (VAc, — Ac,)sinh (% \/Z5)>
ci;cosh (% \/ZE) + c,sinh (% \/ZE)

u (x,y,2z,t) =ay +

olarak bulunur. Burada c;, c, keyfi sabitler olup,

(3km + 3lm + 3m? — k3122 + 4k31u)t®
2la

E=kx+1ly+mz+

22



seklindedir.
A% — 4u = 0 olmak iizere

k(2¢c; — A(ey +€c3))
¢ +éc,

u,(x,y,z,t) = ag +

seklinde analitik ¢6ziim elde edilir. Burada c;, ¢, keyfi sabitler olup,

(3km + 3lm + 3m?)t®
2la

E=kx+1ly+mz+
seklindedir.

A= A? — 4u < 0 olmak iizere

k <(—/’lc1 + VAc, )cos (%\/ZE) — (VAcy + Acy)sin (%ﬂf))
€1COS (% \/ZE) + c,sin (% \/ZE)

us(x,y,z,t) =ay +

seklinde bulunur. Burada c,, ¢, keyfi sabitler olup,

(3km + 3lm + 3m? — k3122 + 4k31u)t®
2la

E=kx+1ly+mz+

seklindedir.

c1=2¢=1Lk=1m=01Il=1y=1z=1a,=0 ve farkh «a
degerlerinde u;(x,y, z,t), (i = 1,2,3) analitik ¢dztiimlerinin yiizeyleri Sekil 4.10- Sekil
4-18 ile verildi.

Sekil 4.10 A = 2,u = 0.5, = 0.5 igin u4 (x, y, z, t) analitik ¢ézlimiiniin yiizeyi

23



Sekil 4.13 1 =2,u = 1,a = 0.5 i¢in u,(x, y, z, t) analitik ¢ézlimiiniin ylizeyi
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Sekil4.16 A = 1,u = 1,a = 0.5 i¢in u3(x, y, z, t) analitik ¢6ziimiiniin yiizeyi
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Sekil4.18 A =1,u = 1,a = 0.9 i¢in u3(x, y, z, t) analitik ¢6ziimiiniin yiizeyi

4.3. Conformable Kesirli Mertebeden Tkinci Genisletilmis Jimbo-Miwa Denklemi

0 < a <1 olmak iizere conformable kesirli mertebeden tiirev igeren ikinci

genisletilmis Jimbo-Miwa denklemi

0*u 3 0%u 0u+362u6u+2 d (6“u>+ d (6“u>+ 0 (G“u) ] 0%u
dx3dy dxdy 0x 0x? dy ox \dt*) ody\ot*) 0z \ot“ 0x0z

=0
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olarak verilsin. Bu denkleme, u = u(¢) olmak tizere, (4.2.2) seklinde dalga doniisiimii

uygulanirsa
Ik3u™) + 6lk?u"u’ + 2p(k + 1+ m)u” — 3kmu” =0 (4.3.1)

seklinde adi tiirevli diferansiyel denklemi elde edilir. (4.3.1) denklemi bir kez integre

edilirse
Ik3u" + 3lk*(u)? + 2p(k + 1 + m)u’ — 3kmu’ = 0 (4.3.2)

denklemi bulunur. (4.3.2) denkleminde, n pozitif bir tamsay1 ve G = G (&) olmak {izere
(4.1.5) seklinde analitik ¢6ziim aransin. (4.1.5) ve (4.1.6) esitliklerinin yardimuiyla,

n

(4.3.2) denkleminde yer alan en yiiksek mertebeden tiirev olan u'"’ terimi ile en yiiksek

mertebeden lineer olmayan terim igeren (u')? terimlerinin (4.2.5) ve (4.2.6) ile verilen

""" ve (u")? terimleri arasindaki homojen dengeden

degerlerinden u
n+3=2n+2

esitligi bulunur ki, buradan n =1 degeri elde edilir. Boylece (4.3.2) denkleminde
(4.2.7) seklinde ¢6ziim aranir. (4.3.6) ile verilen esitligin yardimiyla (4.3.3)

denkleminde yer alan u’ ve u'" tiirevleri
N2 ’
ul —_ —a1 (_) - all (_) - al,u,
" G’ 4 G’ 3 G’ 2 G’
u" = —6a, (?) —12a,1 (?) — (Bayu + 7a,u?) (?) — (8a,Au + a;A3) (?) —2a,u% — a, 2%

olarak hesaplanir. Hesaplanan u've u'" tirevlerinin degerleri (4.3.3) denkleminde

. G’ . .. . . .. .
yerlerine yazilir ve (?) terimlerinin kuvvetlerine gore diizenlenirse

I\ 4 N3
(3k%la,? — 6k3lay) (%) + (=12k310a, + 6k%1a,?) (%) + (—8k3lua, +
N 2

3kma, — 7k312%a, — 2pka, + 3k?10%a,? — 2pla, — 2pma, + 6k?lua,?) (%) +
(—=2plia, + 3kmAa, + 6k?lAua,? — 2pkda, — 8k3lAua, — k3123a, —

2pmia,) (%’) — 2plua, — 2k3lu*a, — 2pkpa, — k3luA?a, + 3kmua, — 2pmua, +
3k?lua? =0
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!

-
esitligi elde edilir. Burada (%) (r=0,1,..,4) terimlerinin katsayilarinin sifira
esitlenmesiyle denklem sistemi bulunur. Bulunan bu denklem sisteminin Maple 12

programt ile ¢oziilmesiyle

. 3k
=34 4k2y — k22%

3k
p_ 2’
a1:2k

seklinde ¢6ziim kiimesi elde edilir. Elde edilen bu ¢6ziim kiimesinin kullanilmasi ile

kesirli mertebeden ikinci genisletilmis Jimbo-Miwa denkleminin analitik ¢6ziimleri

A= A? — 4u > 0 olmak iizere

k <(—,1c1 + Ac,)cosh (% VAE) + (VAc, — Acy)sinh (% ﬂf))
cicosh (% \/ZE) + ¢,sinh (% \/ZE)

u,(x,y,2,t) =ay +

olarak bulunur. Burada c;, c, keyfi sabitler olup,

£ = kxt 3ky N N 3kt®
T 3 ez + ke T 4

seklindedir.
A% — 4y = 0 olmak iizere

k(2¢c; — A(cq +€¢3))
¢ +éc,

u,(x,y,z,t) = ag +

elde edilir. Burada c;, c, keyfi sabitler olup,

=kx —ky + +3kt“
E=kx —ky+mz a

seklindedir.

A= A? — 4u < 0 olmak iizere
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k <(—/1c1 + VA, )cos (% \/Zf) — (VAc; + Acy)sin (% ﬂf))

€1C0S (% \/Zf) + c,sin (% \/ZE)

us(x,y,z,t) = ag +

seklinde bulunur. Burada c;, c, keyfi sabitler olup,

3ky
S=kt s e T T

seklindedir.
c1=2,¢c=1Lk=1m=01,y=1,z=1,a, =0 ve farkh a degerlerinde

u;(x,y,zt),(i = 1,2,3) analitik ¢éziimlerinin yiizeyleri Sekil 4.19- Sekil 4-27 ile

verildi.
10
|
|
|
| ,
|
=
| 1
E 0
0F] - : |
L L
-1k (F Y
J= L T
-2 ll'_ \ |
-3H ”'-.|I
P P
-4 10 10 20

Sekil 420 A = 2,u = 0.5, = 0.75 i¢in u, (x, y, z, t) analitik ¢6ziimiiniin yiizeyi
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Sekil4.23 A =2,u = 1,a = 0.75 igin u,(x, y, z, t) analitik ¢éziimiiniin ylizeyi
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Sekil 426 A = 1,u = 2, = 0.75 i¢in uz(x, y, z, t) analitik ¢6ziimiiniin yiizeyi
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Sekil 4271 =1,u = 2,a = 0.9 i¢in uz(x, y, z, t) analitik ¢éziimiiniin yiizeyi

4.4. Conformable Kesirli Mertebeden (3+1) Boyutlu Genellestirilmis KP Denklemi

0 < @ < 1 olmak iizere zaman degiskenine gore conformable kesirli mertebeden

kismi tiirev igeren (3 + 1) boyutlu genellestirilmis KP denklemi

d*u 0 (au a_u> d (0“u> a (5“u) _@: 0 (4.4.1)

3_ —_ —_ N
ax30y | “ax\ayox) T ax\ace) T ay\ae) T a2

olarak verilsin. (4.4.1) kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemine u = u(§)
olmak tlizere (4.2.2) esitligi ile verilen dalga donilisiimii uygulanirsa, ¢ bagimsiz

degisken olmak iizere
Ik3u™) + 6lk?u""u’ + (pk + pl —m*)u" =0 (4.4.2)

seklinde tamsayr mertebeden adi tiirevli diferansiyel denklemi elde edilir. (4.4.2)

denkleminin bir kez integrali alinirsa
Ik3u" + 3lk*(u)? + (pk +pl —m*Hu' =0 (4.4.3)

denklemi elde edilir. (4.4.3) denkleminde (4.1.5) formunda analitik ¢6ziim aranmak
tizere, . (4.1.5) ve (4.1.6) esitliklerinin yardimiyla, (4.4.3) denkleminde yer alan en

yiiksek mertebeden tiirev olan u'” teriminin (4.2.5) degeri ile en yiiksek mertebeden
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lineer olmayan terim iceren (u')? teriminin (4.2.6) degeri arasindaki homojen dengeden
n =1 degeri elde edilir. Boylece (4.4.3) adi tiirevli diferansiyel denkleminde (4.2.7)

formunda analitik ¢6ziim aranir. (4.2.7) ile verilen esitligin, (4.4.3) denkleminde yer

nr

alan u’ ve u""’ tiirevlerinin hesaplanmasinda kullanilmasiyla

" G 4 G G 2

u'" = —6a, (?) —12a,7 (?)3 — (Bayu + 7a,u?) (?) — (Ba,Au + a; A3) (%’) —2a,u% — a, 2%

esitlikleri bulunur. Bu tiirevlerin degerleri (4.4.3) denkleminde yerlerine yazilirsa

Gl 4’ Gl 3
(=6k3lay +3k?1a;,?) (Z) + (6k?lAa;? — 12kLAay) (g) + (=7k312%a, +
I\ 2
6k2lpa,? + m?a, — 8k3lua, — pka, + 3k21A%a,? — pla,) (%) + (—8k31Aua, —
pkiAa, + m?2da, + 6k?1Aua,? — k3123a, — plia,) (%,) + m?ua, — plua, — pkua, —

2k3lﬂ2a1 - k3l,u,12a1 + 3kzlﬂ2a12 > O

INT
denklemi bulunur. Bu denklemdeki (%) (r=0,1,..,4) terimlerinin katsayilarinin
sifira esitlenmesiyle elde edilecek olan denklem sisteminin Maple 12 programi ile

coziilmesiyle

_ m? + 4k - kPLA?
p= I+ k ’

a1:2k

seklinde ¢6ziim kiimesi elde edilir. Elde edilen bu ¢dziim kiimesinden conformable

kesirli mertebeden (3+1) boyutlu genisletilmis KP denkleminin analitik ¢6ziimleri

A= A? — 4u > 0 olmak iizere

k <(—,1c1 + VAcy)cosh (5 VAE) + (VAc; — Acy)sinh (3 ﬂg))
ci;cosh (% \/ZE) + c,sinh (% \/ZE)

u (x,y,2,t) =ay +
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olarak bulunur. Burada c;, c, keyfi sabitler olup,
(m? — k312% + 4k31u)t®

=kx +1
& x+ly+mz+ K+ Da

seklindedir.
A% — 4u = 0 olmak iizere

k(2¢c; — A(ey +€c3))
¢ +¢c,

u,(x,vy,z,t) = ay +

esitligi bulunur. Burada c,, ¢, keyfi sabitler olup,
m?t®

E=kx+ly+mz+m

seklindedir.

A= A? — 4u < 0 olmak iizere

k <(—Ac1 + \/Zcz)cos (%\/ZE) — (WVAc; + Acy)sin (% ﬂf))
€1COS (% \/ZE) + c,sin (% \/ZE)

us(x,y,2z,t) = ay +

seklinde bulunur. Burada c;, ¢, keyfi sabitler olup,

(m? — k3122 + 4k31u)t®

E=kx+1ly+mz+ &+ Da

olarak alindi.

c1=2¢=1,k=11l=1m=01,y=1z=1a,=0 ve farkh «
degerlerinde u;(x,y, z,t), (i = 1,2,3) analitik ¢oztimlerinin yiizeyleri Sekil 4.28- Sekil
4-36 ile verildi.
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Sekil 4.30 A = 2,u = 0.5, = 0.9 igin u, (x, y, z, t) analitik ¢ézlimiiniin yiizeyi
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Sekil 433 A =2,u=1,a = 0.9 i¢in u,(x, y, z, t) analitik ¢ézlimiiniin ylizeyi
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Sekil 436 A =1,u =1, a = 0.9 i¢in uz(x, y, z, t) analitik ¢6ziimiiniin yiizeyi
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4.5. Conformable Kesirli Mertebeden (3+1) Boyutlu Genellestirilmis BKP
Denklemi

Zaman degiskenine gore conformable kesirli mertebeden kismi tiirev igeren (3+1)

boyutlu genellestirilmis BKP denklemi

d /0% d0*u d (0udu 0%u
a Qo T 50

— - —-3—(—==—= —
dy \ot*) 0x30dy dx \dy dx 0x0z
olarak alinsin. Burada « € (0,1) seklindedir. (4.5.1) kesirli mertebeden kismi

diferansiyel denklemine u = u(¢) olmak iizere (4.2.2) ile verilen doniisiim uygulanir

ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
(Ip + 3km)v"’ — k3u™ — 6lk*u"u’' = 0 (4.5.2)

diferansiyel denklemi elde edilir. (4.5.2) diferansiyel denkleminin bir kez integrali

alinirsa
(Ip + 3km)u’ — lk3u'" — 3lk*(u')?> =0 (4.5.3)

denklemi elde edilir. (4.5.3) denkleminin (4.1.5) formunda analitik ¢6ziimii aranirsa,

(4.5.3) diferansiyel denkleminde yer alan, (4.2.5) ve (4.2.6) esitlikleri ile degerleri

"

verilen u”" ve (u')? terimleri arasindaki homojen dengeden n = 1 degeri bulunur.
Sonu¢ olarak (4.5.3) adi tiirevli diferansiyel denklemin (4.2.7) formunda analitik
¢ozliimii aranir. (4.2.7) ile verilen esitligin, (4.5.3) denkleminde yer alan u've u'”

tiirevlerinin hesaplanmasinda kullanilmasiyla, u’ ve u'"

u' = a(G)
= —a; (

4
n

u"' = —6a,; (%,) —12a,1 (G—,)

G

tiirevlerinin degerleri

—ayA (%I) — ail,

6"\2 G'
(Bayu + 7a,u?) (?) - (8a;Au + a;2%) (E) = 2a,4% — a; A

3

olarak bulunur. Bu tiirevlerin degerleri, (4.5.3) denkleminde yerlerine yazilirsa

38



GI 4’ G[ 3
(=3k21a;? + 6k%lay) (£) + (—6k?1Aay? + 12k310a)) (£) + (—3k21A%a,% —
Vi 2
Ipay — 6k?luay® + 7k310%ay — 3kmay + 8k*luay) (S) + (~lpAay + 8Kk31Aua, —
3kmia, + k31A3a, — 6k*1Aua,?) (%) — lpua, + 2k3lp?a, — 3kmua, —
3k2lu%a,? + k3lud*a, = 0

INT
esitligi bulunur. Bu esitlikteki (%) (r=20,1,..,4) terimlerinin katsayilarinin sifira

esitlenmesiyle meydana gelen cebirsel denklem sisteminin ¢oziilmesiyle

I(p + 4k3u — k322)
B 3k ’

a1=2k

seklinde ¢oziim kiimesi elde edilir. Elde edilen bu ¢6ziim kiimesinin yardimu ile kesirli

mertebeden (3+1) boyutlu genisletilmis BKP denkleminin analitik ¢6ziimleri

A= A% — 4 > 0 olmak iizere

Kk <(—,1c1 +VAcy)cosh (5 VAE) + (VAc; — Acy)sinh (3 \/Zg))
c,cosh (% \/ZE) + c,sinh (% \/ZE)

u(x,y,z,t) =ag +

olarak bulunur. Burada c;, c, keyfi sabitler olup,
lz(p — k322 + 4k3p) N pt?

=k ly —
¢ x+ly 3k a

seklindedir.
A% — 4u = 0 olmak iizere

k(2c; — Ac; +$¢32))
¢+ ¢,

u,(x,y,2z,t) =ay +

Analitik ¢6ztimii elde edilir. Burada c;, c, keyfi sabitler olup,

lpz pt?
=kx+ly——+—
& x+ly 3k+ p

seklindedir.
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A= 2?2 — 41 < 0 olmas1 durumunda ise analitik ¢6ziim

k <(—/1c1 + VAc,)cos (%\/Zf) — (WAc; + Acy)sin (%JZE))
€1C0S (% \/Zf) + c,sin (% \/ZE)

us(x,y,z,t) = ag +

seklinde bulunur. Burada c;, c, keyfi sabitler olup,

B pt®  lz(p — k32% + 4k3p)
E=kx+1ly+ = 3%

seklindedir.

c=2,¢=1Lk=1l=1,p=01,y=1,z=1,a,=0 ve farkkh «a
degerlerinde u;(x,y,z,t), (i = 1,2,3) analitik ¢oziimlerinin yiizeyleri Sekil 4.37- Sekil
4-45 ile verildi.

Sekil 4.37 A = 2,u = 0.5, = 0.5 i¢in u, (x, y, z, t) analitik ¢ézlimiiniin yiizeyi
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Sekil 4401 =2,u =1,a = 0.5 i¢in u,(x, y, z, t) analitik ¢ézlimiiniin ylizeyi
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Sekil 443 1 =1,u=1,a = 0.5 i¢in uz(x, y, z, t) analitik ¢6ziimiiniin yiizeyi
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Sekil 4.44 A = 1,u = 1,a = 0.75 igin u3(x, y, z, t) analitik ¢dzlimiiniin ylizeyi
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0.000
Sekil 4451 =1,u = 1,a = 0.9 igin u3(x, y, z, t) analitik ¢oziimiiniin yiizeyi



5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, conformable kesirli mertebeden tiirev igeren lineer olmayan kismi
diferansiyel denklem olan Benjamin Ono, birinci genisletilmis Jimbo-Miwa, ikinci
genisletilmis Jimbo-Miwa, (3+1) boyutlu genellestirilmis KP ve (3+1) boyutlu
genellestirilmis BKP denklemlerinin analitik ¢oziimleri verildi.

Bu denklemlerin analitik ¢ozlimlerini elde etmek i¢in ilk olarak bu denklemlere
dalga doniisiimii uygulanarak her bir denklem lineer olmayan adi tiirevli diferansiyel
denkleme indirgendi. Elde edilen adi tiirevli diferansiyel denklemlerde , G = G (&)
degeri
G"+AG"+uG =0

adi tiirevli diferansiyel denkleminin bir ¢6ziimii olmak iizere,

= AN A 5.1.1
u(f) =an (E) tan—1 (E) + - ( L )

seklinde analitik ¢6ziim arandi. Bu ¢0ziim formunda yer alan n degerinin
belirlenmesinden sonra, bu ¢ozliimiin ve gerekli tiirevlerinin denklemde yerine
yazilmasiyla G'/G terimlerinin katsayilar1 sifira esitlendi. Bu Kkatsayilarin sifira
esitlenmesiyle olusan lineer olmayan cebirsel denklem sistemi Maple 12 programi
yardimi ile ¢oziilerek bazi degiskenlerin degeri bulundu. Bulunan bu degerlerin ve &
degiskeninin degerinin (5.1.1) esitliginde yerlerine yazilmasiyla ele alinan
denklemlerin analitik ¢oziimleri elde edildi. Tezde géz Oniine alinan her bir denklem
icin elde edilen analitik ¢ézlimlerin bazi degerleri i¢in yiizeyleri verildi.

Sonug olarak, conformable kesirli mertebeden tiirev iceren lineer olmayan kismi
diferansiyel denklemlerin analitik ¢oztimlerini elde etmek i¢in G'/G agilim yontemi
kullanilabilir. Ayrica tezde ele alinan conformable kesirli mertebeden tiirev igeren lineer
olmayan Benjamin Ono, birinci genisletilmis Jimbo-Miwa, ikinci genisletilmis Jimbo-
Miwa, (3+1) boyutlu genellestirilmis KP ve (3+1) boyutlu genellestirilmis BKP
denklemlerinin G'/G agilim yontemi ile elde edilen analitik ¢6ziimleri, bu denklemler

ile ilgili yapilacak olan niimerik ¢alismalarla da karsilastirilabilir.
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